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Odredeni integral 1 primjene
odredenog integrala



Odredeni integral

Kao $to znamo, neodredeni integral | f (x)dx predstavlja
jednu novu funkciju - takozvanu primitivnu funkciju date
funkcije y = f (X) . Odredeni Iintegral funkcije y = f (x) po
Intervalu [a,b] , koga oznaCavamo sa

b

j f (x)dx

a

Je jedan novi broj koga definiSemo na slede¢i nacin



Odredeni integral

Kao prvo, za svaki realan broj A > 0 , dati interval [a,b]
mozemo Pokriti pod-intervalima

[X._1, X, ] ¢ija Je duzina manja od datog broja

A >0, odnosno max(x, — X, ,) <A

1<k<n

Pri tome broj takvih podintervala je sve ve¢i Sto je A manji
| oznacavamo ga n = n(A ) . Prema ovome za dato A Imamo

da je:
A=Xy <X <X <..<X _ <X, =b,n=n(X).



Odredeni integral

Isto tako, unutar svakog pod-intervala [x,_;, X, ] moZzemo
Izabrati bilo koju tacku, &, € [X,_1, X, ] 0dnosno Imamo da
je:

a:XOS<§1SX1S§2SX2< <Xn—1§§nsxn: b,

n=n(}).

Tada integral funkcije y = f (X) po intervalu [a,b]
definisemo:

n(4)

j FOgdx=lim >, f(5)0% ~ %)

a



Odredeni integral

Da bi shvatili broj na desnoj strani u ovoj definiciji ,
potrebno je graficki prikazati podintegralnu funkciju
zajedno sa prethodno opisanom subdivizijom intervala

[a,b] :




Odredeni integral

Nije tesko primjetiti da broj f (§ , )X, — X1 )
predstavlja povrSinu pravougaonika sa stranicama
X1, X¢ 1< Ox 1[0, T (€ )] O, . Prema slici to
znaci da za veliki broj podintervala vazi da je broj

Z ()X =X 1)

prlbhzno jednak povrsini lika ispod grafika funkcije
= f(x) . Zbog toga kazemo da je

j f (x)dx

povrsina “krivolinijskog trapeza” koji je ogranicen
odozdo sa osom Ox ,



Odredeni integral

odozgo sa grafikom funkcije y = f (x) (uz pretpostavku
da je f (x) > 0, x€la,b] ), te pravama X = a sa lijeve
strane | X = b sa desne strane.

Ovakvu konstrukciju je prvi koristio Isac Newton.



Njutn-Lajbnicova formula:

Teorema . Neka je funkcija y = f (X) neprekidna na
Intervalu [a,b] , te neka je y = F(X) antiderivacija funkcije
y = f(X), odnosno F(x) = | f (x)dx . Tada odredeni integral
po intervalu [a,b] efektivno racunamo po formuli:

b

j f (X)dx = F(X)

a

.=F(0)-F(a)




Njutn-Lajbnicova formula:
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Njutn-Lajbnicova formula:

xif

[(3’3':'51—5sjﬂx}:ir=“{2cnsr—jsinx}ir= Dsin x+ Smaﬁ =(2sinx +5cﬂ5x1;"5 =
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Neke primjene odredenog integrala:

IzraCunavanje povrsine ravne figure
IzraCunavanje zapremine rotacionih tijela
Izracunavanje duzine luka krive




Povrsina:

* Teoremal. Neka je funkcija f(x) definisana I neprekidna
na segmentu [a,b] I neka je f(x)>0 za svako X iz tog
segmenta. Tada je povrsina Krivolinijskog trapeza ispod
krive y=f(x) nad segmentom [a,b] jednaka:

P:j'f(x)dx



e NAPOMENA: ukoliko je funkcija negativna
potrebno je 1zraCunati apsolutnu vrednost
odgovarajuceg integrala!



... ukoliko je figura ograni¢ena sa dve krive :

P = [ (x)—g(x)]dx



Primjerl:Izracunati povrSinu figure ograni¢ene
parabolom y=x2, x-osom I pravama x=a I X=Db.

1 y

Yoyl




Primjer2.

[zraCunati povrSinu figure ograni¢ene krivim
linijama y=4 i y=x°.

\ /

2
¥=Xx

I
o

* izraCunati presje¢ne taCke ody =4 iy =x°:
X2=4d=>xX=42:

 odrediti lijevoidesnopox:a=-21b=2;
 odreditigoreidolepoy: f(x)=x?ig(X)=4;
* raCunanje povrsine:

b 2 -
P~ (g~ fde= [(4-x)dx=(4x-32) =

il



Primjer3.

IzraCunati povrSinu figure omedene Krivim
y=4X-X? 1 y=x2 - 4X+6.

2]
v=4x—x*

V= X —4x+6

* izraCunati presjec¢ne tacke od y = 4x — x? |
YV=XP—4x+6:4x—X°=X2—4x+ 6 <

X2 —4x +3=0, X,=1, X,=3

 odrediti lijevoidesnopox:a=1i1b=3;

* odrediti gore idolepoy: f(X)=x?—4x+ 61
g(x) =4x — X?;



[zraCunanje povrsine:

3

.'-‘ 3 i 4
P=|{g(x)— flx))dx= [[(h—f}—{f — 4x + 6)]dr = (4x” _?3 —6x) =§.
a L 1



Zapremina:

Teorema. Neka je funkcija f definisana 1 neprekidna na
segmentu [a,b] 1| neka je funkcija pozitivna. Tada je
zapremina obrtnog tjela K koje nastaje obrtanjem oko x-ose
f-je y=f(x) nad segmentom [a,b] jednaka

V = ﬂ_T y“dx



Teorema. Neka je funkcija f definisana 1 neprekidna

na segmentu [c,d]. Tada je zapremina obrtnog tjela
K koje nastaje obrtanjem oko y-ose f-je x=g(y) nad
segmentom [c,d] jednaka




Primje4.

IzraCunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom oko ose

Ox dijela povrsi ograni¢enog lukom krive y = 4x — X? |
osom OX.

1 ._,.I'-.q..\'\'_\.
| 7w\
¥ _' |I |_'.
fy o i
jllr _I A .lr
11l:.r { -":-':q ’
¥ i ¥ +
4 I
AR
I ..I b. .- |
! il / |
| ]
LY Y
| I.. '._lr
g A



4 4
V = 7zj(4x—x2)2dx :nj(16x2 —8x° + xM)dx =
0 0
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Duzina luka:

Teorema. Neka je u ravni Oxy zadata kriva y=f(x), gde
je funkcija f neprekidna 1 ima neprekidan izvod na
segmentu [a,b]. Duzina luka krive od tacke sa apcisom a
do tacke sa apcisom b iznosi:

| = _T\/1+ y*dx



Primjer6.

IzraCunati duzinu luka krive y od koordinatnog

pocetka do tacke A. 2
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| = j\/1+ \/ﬂdx
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Zadaca

Odredeni integrali - zbirka 845-861
Povrsine - zbirka 900-918
Zapremine - zbirka 968-988
Duzina luka - zbirka 1008-1020



